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Problem 3n+1 vs
Problem Sn+1

D alam matematika (seperti mungkin dalam

bidang lainnya juga), banyak konjektur atau
dugaan yang belum terbukti kebenarannya. Salah
satu di antaranya adalah Konjektur Collatz, yang

akan dibahas dalam artikel ini.

Konjektur Collatz yang juga dikenal sebagai
Problem 37 + 1 berurusan dengan bilangan asli.
Persisnya, ambil sembarang bilangan asli, sebut-

lah 7. Bila 7 > 1, lakukan operasi berikut:

AJika n ganjil, kalikan » dengan 3 dan
tambahkan 1;

A Jika 7 genap, bagilah 7 dengan 2.

Lakukan operasi di atas secara iteratif terhadap
bilangan yang dihasilkan. Iterasi dihentikan bila
diperoleh bilangan 1.

Sebagai contoh, misalkan Anda ambil 7 = 3 pada
awalnya. Maka, bilangan-bilangan yang akan
Anda peroleh berikutnya adalah: 10, 5, 16, 8, 4,
2, 1, dan iterasi pun berhenti. Contoh lainnya,
bila Anda mengambil 7 = 7 pada awalnya, maka

bilangan-bilangan berikutnya adalah: 22, 11, 34,
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17, 52, 26, 13, 40, 20, 10, 5, 16, 8, 4, 2, 1, dan

iterasi pun berhenti.

Sila. Anda  ‘bermain’ dengan  beberapa
bilangan #» lainnya, dan amati apa yang terjadi.
Barisan bilangan yang Anda peroleh pada
akhirnya berhenti di 1, ya 4an? Menurut Lothar
Collatz  (1910-1990), matematikawan asal
Jerman, berapa pun bilangan asli 7 yang kita pilih
pada awalnya, barisan bilangan yang diperolech

pada akhirnya akan berhenti di 1.
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Gambar 1. Diagram alir 37 + 1

Tetapi, pernyataan di atas hanya merupakan
suatu konjektur, yang kemudian dikenal sebagai
Konjektur Collatz atau Konjektur 37 + 1, dan
problem pembuktiannya, atau penyangkalannya,

dikenal sebagai Problem 37 + 1. (Catatan: Dalam



matematika, kebenaran suatu pernyataan di-
buktikan dengan menggunakan logika mate-
matika dan kebenaran pernyataan lainnya yang
telah dibuktikan sebelumnya, termasuk arti dari
suatu kata atau istilah. Program komputer dapat
dipakai untuk membantu kita menyelidiki
kebenaran suatu pernyataan, tetapi belum

diterima sebagai suatu bukti.)

Hingga saat ini, belum ada yang berhasil
memecahkan Problem 37 + 1. Dengan bantuan
komputer, kebenaran Konjektur 372 + 1 telah
diperiksa untuk semua bilangan asli dari 1 hingga
2% (Wikipedia, 2016). Konjektur akan gugur
apabila untuk suatu bilangan asli 7 (yang cukup

besar) kita peroleh suatu loop.

Problem 57 + 1

Mirip tetapi tidak sama dengan Problem 37 + 1,
ada Problem 57 + 1. Ambil bilangan asli #
sembarang. Jika # > 1, kita lakukan operasi

berikut secara iteratif:

AJika 7 ganjil, kalikan » dengan 5 dan
tambahkan 1.

A Jika 7 genap, bagilah # dengan 2.
Iterasi dihentikan bila kita peroleh bilangan 1.

Seperti pada Problem 37 + 1, cobalah Anda ber-
main dengan beberapa bilangan 7, dan amati apa
yang terjadi. Berbeda dengan Problem 37 + 1,
barisan bilangan yang diperoleh pada Problem
57 + 1 tidak akan selalu berakhir di bilangan 1.

Bila Anda telah menjajal Problem 57 + 1 ini,
Anda mestinya menemukan beberapa bilangan »

yang menghasilkan barisan bilangan yang ber-

akhir di bilangan 1, beberapa bilangan 7 yang
menghasilkan suatu /oop, dan banyak bilangan 7
yang menghasilkan barisan bilangan yang
divergen menuju tak terhingga. Sebagai contoh,
untuk 7 = 3, kita peroleh barisan bilangan 3, 16,
8,4, 2, 1 (berhenti); untuk » = 13, kita peroleh
barisan bilangan 13, 66, 33, 166, 83, 416, 208,
104, 52, 26, 13, ... (berulang); dan untuk 7 = 7,
kita peroleh barisan bilangan 7, 36, 18, 9, 46, 23,
116, 58, 29, 146, 73, 366, 183, 916, 458, 229,
1146, 573, ... (divergen menuju tak terhingga).

Selain 7 = 3, Anda dapat menemukan bilangan
n lainnya yang menghasilkan barisan bilangan
yang berakhir di bilangan 1. Selain 7 = 13, Anda
juga dapat menemukan bilangan 7 lainnya yang
menghasilkan /ogp. Demikian juga selain 7 = 7,
terdapat banyak bilangan 7 lainnya yang meng-
hasilkan barisan yang divergen menuju tak

terhingga.

Anda mungkin merasa penasaran dengan
Problem 37 + 1 dan Problem 57 + 1: mengapa
mereka berbeda? Pada Problem 37 + 1, dimulai
dari bilangan asli 7 berapapun, barisan bilangan
yang diperoleh akan berakhir di bilangan 1. Pada
Problem 57 + 1, ada barisan yang berakhir di
bilangan 1, ada juga barisan yang siklik
(membentuk /loop), dan banyak barisan yang

divergen (menuju tak terhingga).

Nah, walau belum ada yang bisa membuktikan
secara rigor bahwa barisan bilangan yang
dihasilkan pada Problem 37 + 1 selalu berakhir di
bilangan 1, berikut adalah penjelasan heuristik
dari David Speyer (Math Stack Exchange, 2010),
yang sckaligus menjelaskan perilaku barisan

bilangan pada Problem 57 + 1 — dan secara



umum pada problem Lz + 1, dengan L me-

rupakan bilangan ganjil.

Idenya adalah mengamati perubahan dari satu
bilangan 7 ke bilangan berikutnya 7.1: apakah
cenderung membesar atau mengecil. Sebagai
contoh, jika suatu bilangan 7 mempunyai
peluang %2 untuk bertambah menjadi 7z + 3 dan
peluang ¥2 untuk berkurang menjadi 7 - 1; maka
— menurut Teori Peluang — bilangan tersebut
cenderung bertambah menjadi 2(z + 3 + 7 — 1)

=n+1,ya kan?

Pada problem Ln + 1, dengan L ganjil, setelah
kita mendapatkan suatu bilangan ganjil, maka
bilangan berikutnya pasti genap. Yang menjadi
pertanyaan adalah bilangan berikutnya lagi,
setelah bilangan genap itu. Untuk itu, mari kita
amati pergerakan dari suatu bilangan ganjil ke
bilangan ganjil berikutnya, melalui setidaknya
satu bilangan genap (sebagai contoh, pada
Problem 57 + 1, dari 7 ke 9 melalui 36 dan 18,
dan dari 9 ke 23 melalui 46).

Secara heuristik, dari suatu bilangan ganjil 7,
kita akan mendapatkan bilangan ganjil 7.1 =
(Lme+ 1)/2 dengan peluang V2, atau 741 = (L +
1)/4 dengan peluang %, atau 1 = (L + 1)/8
dengan peluang 1/8, dan seterusnya. Untuk
mengetahui apakah 7.1 lebih besar atau lebih
kecil daripada 7, tinjau x := In 7. Maka, sebagai
hampiran, kita mempunyai xe.1 = x¢ +In L - In 2
dengan peluang %2, atau xp = x¢ + In L - 2:1n 2
dengan peluang %, atau xp1 = x¢ + In L - 3:In 2
dengan peluang 1/8, dan seterusnya. Jadi,

perkiraan besar perubahan dari x; ke x¢.1 adalah:

Nah, sckarang terlihat bahwa untuk L = 3,
perubahannya negatif (karena In 3 < 2 ln 2),
sedangkan untuk L = 5, perubahannya positif
(karenaln 5> 21n 2).

Jadi tidaklah mengejutkan bila kita memperoleh
barisan bilangan yang divergen menuju tak
terhingga pada Problem 57 + 1. Sebaliknya, kita
juga bisa memahami mengapa barisan bilangan
pada Problem 37 + 1 cenderung mengecil, dan
pada akhirnya berhenti di bilangan 1. (Namun,
sckali lagi, hitung-hitungan di atas hanya
merupakan argumen heuristik, bukan bukt
formal. Sebagaimana telah dikemukakan se-
belumnya, bukti formal untuk Problem 37 + 1

belum ditemukan hingga saat ini.)

Problem 57z + 1 versi Kedua

Problem 57 + 1 yang telah diperkenalkan se-
belumnya mungkin memang bukan problem
yang sckelas dengan Problem 37 + 1. Namun,
kita mungkin telah melewatkan sesuatu yang
penting: mengapa kita hanya memeriksa
apakah 7 genap (atau habis dibagi 2), sebelum
kita menghitung 57 + 1? Kita semua tahu bahwa
2, 3, dan 5, merupakan tiga bilangan prima
pertama. Terkait dengan fakta ini, apa yang
terjadi bila kita menghitung 57 + 1 setelah kita
memastikan bahwa 7 tidak habis 2 ataupun 3?
Persisnya, mulai dengan suatu bilangan asli 7,
kita lakukan langkah-langkah berikut secara

iteratif:
A Jika n = 1, berhenti;
A Jika 7 habis dibagi 2, bagilah 7 dengan 2;

A Jika 7 kabis dibagi 3, bagilah 7 dengan 3;



A Jika 7 tidak habis dibagi 2 ataupun 3,
kalikan 7 dengan 5 dan tambahkan 1.

Sebagai contoh, jika kita mulai dengan 13, maka
kita kalikan 13 dengan 5 dan tambahkan 1,
sehingga kita peroleh 66. Nah, 66 habis dibagi 2,
karena itu kita bagi 66 dengan 2, sechingga kita
peroleh 33. Sekarang 33 habis dibagi 3, jadi kita
bagi 33 dengan 3, schingga kita peroleh 11.
Selanjutnya, karena 11 tidak habis dibagi 2
ataupun 3, kita kalikan 11 dengan 5 dan

tambahkan 1, dan seterusnya.

Gambar 2. Diagram alir 57 + 1 versi kedua

Berikut adalah beberapa contoh barisan bilangan
yang diperoleh untuk beberapa bilangan #
berbeda yang dipilih pada iterasi pertama.
(Bilangan yang dicetak tebal merupakan bilangan

prima, yang penting untuk diperhatikan.)

a. 5, 26, 13, 66, 33, 11, 56, 28, 14, 7, 306, 18,
9,3, 1.

b. 17, 86,43, 216, 108, 54, 27,9, 3, 1.
c. 19,96, 48, 24, 12, 6, 3, 1.

d. 23, 116, 58, 29, 146, 73, 366, 183, 61, 300,
153,51, 17, ..., 1 (seperti pada b).

c. 25,126, 63,21, 7, ..., 1 (seperti pada a).

f. 31, 156,78, 39,13, ..., 1 (scperti pada a).

g. 35,176, 88, 44,22, 11, ..., 1 (scperti pada a).
h. 37, 186, 93, 31, ..., 1 (seperti pada f).

i. 41, 206,103,516, 258,129, 43, ..., 1 (seperti
pada b).

j. 47, 236, 118, 59, 2906, 148, 74, 37, ..., 1
(seperti pada h).

Saya belum tahu apakah setiap barisan bilangan
yang diperoleh pada “Problem 57 + 1 versi
kedua” ini akan berakhir di bilangan 1, seperti
pada Problem 37 + 1, atau ada barisan bilangan
yang siklik atau divergen, seperti pada Problem
5n + 1 versi pertama. Barangkali ada di antara

pembaca yang tertarik untuk menelitinya?

Pada Problem 37 + 1 dan Problem 57 + 1 versi
pertama, kita telah menaksir besar perubahan
dari x := In 7 ke xe1 := In 741, yaitu In L -2 In
2. Untuk L = 5, besar perubahannya positif. Dari
bilangan ganjil 7, kita cenderung mendapatkan
bilangan ganjil 7., yang lebih besar. Karena itu
kita tidak terkejut bila pada Problem 57 + 1 versi
pertama kita peroleh suatu barisan bilangan yang

divergen menuju tak terhingga.

Nabh, bila kita taksir besar perubahan dari x; :=
In 7 ke x41 := In 7, dengan 7, menyatakan
bilangan asli ke-4 yang tak habis dibagi 2 atau 3
dalam  barisan bilangan yang diperoleh
pada Problem 57 + 1 versi kedua, kita akan

mendapatkan suatu bilangan positif, tetapi tidak

shesar n 5 - 2 In 2. [



